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The purpose of this paper is to extend certain results on commutative 
dynamical systems and on von Neumann algebras (provided with their inner 
automorphism groups) to general dynamical systems: “decompositions” into 
finite, semifinite, properly infinite, purely infinite, discrete and continuous 
systems; induced systems, system extensions, properties of invariant 
weights, etc. 
1. INTRODUCTION ET NOTATIONS 
Le but de ce travail est d’etendre des r&hats obtenus sur les 
systemes dynamiques commutatifs et sur les W*-algebres (munies de 
leur groupe d’automorphismes indrieurs) a des systemes dynamiques 
generaux. 
Dans la partie 2, nous gerkralisons les notions de systemes finis, 
semi-finis, proprement infinis, purement infinis, discrets, continus et 
montrons les theoremes de decomposition d’un systeme general. 
Dans la partie 3, nous donnons une generalisation du theoreme de 
Kovacs et Sziics sur l’existence et l’unicid d’une esperance condition- 
nelle invariante pour un sysdme dynamique general; nous montrons 
quelques proprietes essentielles de cette esperance conditionnelle en 
particulier ses relations avec les systemes dynamiques induits et les 
extensions de systemes dynamiques. Nous Ctudions aussi les proprietts 
des poids normaux semi-finis invariants, nous caracterisons ceux dont 
la restriction a l’algebre des elements invariants est semi-finie. Nous 
montrons qu’une extension finie d’un systeme dynamique est finie 
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(resp. semi-finie, proprement infinie, purement infinie) si et seulement 
si le systeme initial possede la propriete correspondante; il en r&suite 
en particulier les theoremes de von Neumann et de Krieger sur les 
constructions des W*-algebres associees aux systemes dynamiques 
commutatifs. 
Enfin, comme applications, nous donnons une nouvelle demonstra- 
tion d’un theoreme de Takesaki et Tomiyama sur la caracterisation des 
W*-algebres finies. 
Notations 
Soit 9 = (a, G) un systeme dynamique, i.e., un couple forme 
d’une W*-algebre L! et d’un groupe G de *-automorphismes de 6Y; 
on note Aut(0Z) le groupe des *-automorphismes de CY, Int(02) le 
groupe des automorphismes interieurs de LX; sur Aut(L??) les quatre 
topologies de la convergence simple faible, ultrafaible, forte et 
ultraforte coincident, on les appelle la topologie ultrafaible de Aut(Q?); 
on note %(6X) le groupe des unitaires de Q!, si Q? est realisee sur un 
espace de Hilbert X, on note %&(a) = (U E Z(X) j u unitaire, 
uG?u” = a }; si u E %.&a) on definit i, E Aut(02) i,(e) = u . u*; on 
designe par OZG ou 9, ou simplement Y la sous-W*-algebre des 
elements invariants de GZ. 
On note G(a) le centre de 6Y, tZ,G = (p7 E C!?* / yg = y, Vg E G;) si 
*% est une sous-W*-algebre de CY, e un projecteur de Q?, on designe 
par a-support de e le plus petit projecteur de ,@ majorant e. 
Soit q un poids normal sur a, on note 
cNa = {x E a! 1 &“x) < co); No = {x E a / +*x) = O}; 
c2to+ = {x E a+ jcp(x) <a}; aa = x@*M, ; Supp v = support de p. 
Si ~2’ est un sous-ensemble de 0!, on note Gdt = {i,, 1 u unitaire, u f J%‘}. 
2. QUELQUES TYPES DE SYSTBMES DYNAMIQUES 
Premiers types de systbmes dynamiques 
DEFINITION 1. Soit g = (02; G) un systeme dynamique 
(a) 9 est dit jini si pour tout projecteur non nul e de a, il 
existe un &at normal invariant F tel que F(e) f 0. 
(b) F est dit semi-$ni si pour tout projecteur non nul e de CZ?, il
existe un poids normal semi-fini invariant F tel que v(e) # 0. 
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(c) 9 est dit ptoprement injini (resp. purement injini) s’il n’existe 
aucun &at normal (resp. poids normal semi-fini) invariant. 
(d) 9 est dit in$ni s’il n’est pas fini. 
DI~FINITION 2. Soit e un projecteur de 9, chaque g E G dtfinit un 
*-automorphisme canonique note g, sur la W*-algebre reduite GZe 
verifiant g,(eae) = eg(a)e, Qa E GZ, g, est appelt automorphisme induit 
de g sur OZe ; soit G, = {g, 1 g E G} on verifie que G, est un sous- 
groupe de Aut(ae) et que I’application g -+g, est un morphisme de 
groupes; le systeme (ae , G,) est appele systbme induit du systeme 
(Bd; G) et est note 3 ou (0Z; G)e . 
Soient P(G) l’ensemble des poinds normaux semi-finis G-invariants, 
b(G) l’ensemble des etats normaux G-invariants; on a clairement 
b(G) C B(G). S oient N9cG) = LB(~) NW , N&cc) = Lo N, ; Ni(G~ 
et N8(,, sont des ideaux a gauche ultrafaiblement fermes de GY; soit 
f9cG) (resp. f8cc)) le plus grand projecteur de N..tG) (resp. N8tG)), on 
a (cf. [3, p. 421): 
D’apres le definition, f&G) (resp. f&G)) eSt aussi le plus grand des 
projecteurs f de GZ tels que q(f) = 0 pour tout q EB(G) (resp. 
v E &‘(G)). Comme N&G) et N&G) sont invariants par G et par les 
automorphismes indrieurs de Jr, il en eSt de m6me pour f@(c) et fg@) 
(a cause de l’unicid de ces projecteurs); autrement dit f9(c) et fg(G) 
sont invariants par G et sont dans le centre de X. 
THBORBME 1. Soient e = (GY, G) un syst&me dynamique, 9 la 
sow- W*-alg&bre des c%Sments invariants de 6Y. I1 existe d’uniques 
projecteurs invariants e, , e2 , et e3 du centre 3 de somme I tels que le 
systBme S$ (resp. 3, , Se,) soit fini (resp. semi-j% proprement injini, 
purement wjini) et si e est un projecteur de Y tel que le systbme 9$ soit 
jini (resp. proprement in&i, semi-f& semi-+ proprement injini) alors 
e C el (resp. e C (I - e,), e C (e, + e2), e C e,). 
DEMONSTRATION. Soient e, = I -f&(c) , e2 = (I - f9(G)) - e, , 
es = I - (er + e,); les propriMs et I’unicid de ces projecteurs 
resultent de la definition et des proprietes de f9(G) et f8(G) . 
DEFINITION 3. Le projecteur e, (resp. (I - e,), (er + ea), e.J est 
appele la partie finie (resp. proprement infinie, semi-finie, semi-finie 
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proprement infinie) du systkme 9, c’est aussi le plus grand des 
projecteurs e de 9 tels que le systhme induit ge posskde la propri& 
correspondante. 
Seconds types de systkmes dynamiques 
D~~FINITION 4. Un projecteur e de a f~ 4’ est appelk un G-atome 
(ou un 4-atome) si a, = 9e ; le systkme (02; G) est dit discret si tout 
projecteur e du centre de GZ majore un G-atome non nul; il est dit 
continue s’il n’existe aucun G-atome non nul. 
PROPOSITION 1. Soit F = (O!; G) un systeme dynamique 
(a) g est discret si et seulement s’il existe un G-atome dont le 
%“(a)G-support soit I, 
(b) I1 existe deux uniques projecteurs invariants ed et e, de somme I
du centre de (2 tels que le systeme induit Fed (resp. 9Q soit discret (resp. 
continu); ed (resp. e,) est le plus grand des projecteurs e de (nG (resp. de 
%“(GTCG) tels que le systbme induit 9e soit discret (resp. continu). 
Demonstration. LaissCe au soin du lecteur. 
3. G~N~RALISATION DU THBOR~ME DE KovAcs ET Szijcs 
Ge’nkralisation du theoreme de Kovdcs et Sziics 
Nous allons montrer l’existence et l’unicitk d’une projection 
positive normale associke A un systhme dynamique quelconque qui 
gCnCralise l’espkrance conditionnelle de Kovks et Sziics associke A un 
systkme fini (cf. [6]). 
THBOR~ME 1. (Forme gtMrale du thCorEme de Kovdcs et Sziics). 
Soient F = (OL, G) un systeme dynamique, X la sow W*-a@bre des 
elements invariants de 81. I1 existe une unique application EC de 12 dans 3 
telle que 
(i) EC est line’aire, positive, ultrafaiblement continue et 
EG . EC = EG. 
(ii) EG(bab’) = bEG(a) b’, Vb, b’ E H, a E OZ. 
(iii) EC o g = EC, Vg E G. 
(iv) Si q3 E GYhG, alors (9’ \/),,EG = ‘p. 
Si E’ est une application de GT dans 9 vkri$ant (i), (ii), et (iii), alors 
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E’(I) C EC(I) et E’ = E’(I). EG(les e’lbments E’(I) et EC(I) sont des 
projecteurs du centre de 4 d’apris (ii)); EC(I) est la partie finie de 9. 
L’application EC est JLidile si et seulement si EC(I) = I (ou encore si le 
systkme S est Jini); duns ce cas EC est unique pour (i), (ii), (iii), et 
EG(I) = I. 
Dkmontrons d’abord quelques lemmes prkliminaires. 
LEMME 1. Soient F E GZ *G, y = ( y j u sa dkcomposition polaire. 
Alors : 
IyJELzf*G, UE3 et II 9 II = II 9 I/ II* 
Dkmonstration du lemme. Comme 9 = gp, = (g 1 q I)(gzl), l’unicid 
de la dtkomposition polaire implique g 1 v 1 = 1 q j et gu = U, Vg E G; 
de plus comme 1 y ) = 9~” (cf. [3]) on a 
II P/l = II I Y-J I II = I 9J IV) = 9+*1 = (p’ b>@*) G II 9J I3 II* 
L’inCgalitC inverse [j v jX ( j < j 1 q~ [I ktant Cvidente, le lemme est 
dCmontrC. Q.E.D. 
LEMME 2. Soient p, # deux e’tats normaux de 6Y, on suppose que # 
est G-invariant et v / x = t,b Iy. Alors Supp y C Supp #. 
Dt!monstration du lemme. Comme # est G-invariant, il en est de 
m&me pour son support, done 
dSUPP #> = !wUPP $1 = 1. 
Cela implique Supp q C Supp *. Q.E.D. 
De’monstration du thtordme. (1) D’aprb le lemme 1, l’application 
lirkaire v -+ 9, ly est une isomktrie respectant l’ordre de (GZ+JG sur 
V*lG II > comme 6Z,G est un espace vectoriel fermC en norme, il en 
est de m&me pour GZ*G I4 ; de plus si ye E UZ.+G IX et b E Y, alors 
q@ - b*) E a*G 1.f 3 cet ensemble est un idkal d’ordre de J$ au sens 
d’Effros (cf. [5]), 1 i existe done un projecteur e du centre de 3 tel que 
a*G I/ = (Jg* 
Soit T I’isomCtrie inverse de (4)* = OZ,G Ix sur 6Y*G C GZ, , soit 
EG la transposge de T appliquant UZ sur 4. Comme T est lidaire, 
positive, gT = T, Vg f G et T(p7(b . b*) = ( TCJJ)(ZJ . b’) VP, E (J$)* , 
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Vb, b’ E 3, les proprietes de EC en resultent; I’unicid de EC resulte de 
(iv) et du lemme 1. 
(2) Par construction, on a EC(I) = e et EG = EC(I) * EC. 
(3) Soit E’ une application, de a dans .JJ verifiant (i), (ii), et 
(iii)+ oit E’0!.+ = {ye E a.J(g, \$)a E’ = ~1, on verifie que E’U, C OZPI,G et
que “‘a.+ i$ est un ideal d’ordre de J?, contenu dans(9f)* = LT,G lx, 
soit e’ le projecteur du centre de 9 tel que 
Comme precedemment on a E’(I) = e’; considerons l’application 
e’ * EG, pour tout F E Y* on a 
de’EG) I.9 = ‘P$’ 14. 
Comme yo(e’EG) et y,-,E sont dans GI*G, le lemme 1 implique 
T&‘EG) = 93&‘, pour tout v E 9, . 
Done E’ = e’EG ou E’ = E’(I) EC. 
(4) Supposons EC fiddle, alors EG(I - e) = e - e = 0, done 
I = e = EC(I). 
(5) Reciproquement si EC(I) = I, soient a E GZ+, a # 0, F un 
&at normal de bF? tel que y(a) # 0, soit $ = (q jg)OEG, $J est un ttat 
normal G-invariant et 9 lx = yb IT, done d’apres le lemme 2 on a 
a,b( Ecu) = #(u) # 0; Eo est fiddle. 
(6) Le reste du theoritme decoule de ce qui procede. Q.E.D. 
Propridte’s des formes lint&es ultrafuiblement continues invuriuntes 
PROPOSITION 1. Soient 9 = (CT; G) un systime dynumique, e = 
e = EC(I). Alors: 
(1) L’upplicution 9 
a*c SW (Jg* . 
+ v /se est une isomktrie respectant l’ordre de 
(2) Soit g, E 6Y *G, les Uments de la de’composition polaire de v sont 
G-invariants. 
(3) Si 9) E GZ,G, ses parties rt!elle et imuginuire sont encore dans 
cTl,G. 
(4) Si q2 E Ql.+G, q rkelle; ses parties positive et nkgative sont encore 
duns GT?,o. 
(5) @+cG = CP e a, I (9 IY), EC = ~1. 
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D.4monstration. Les proprietts (1) et (5) ont CtC Ctablies au tours 
de la demonstration du theoreme 1. La propriM (2) correspond au 
lemme 1, les autres en decoulent. Q.E.D. 
La projection EC et les extensions des systBmes dynamiques 
LEMME 3. Soient (a; H) un systame dynamique, EE la projection 
canonique associbe, g E Aut(GI) tel queg-lHg = H. Alms gYH = $a et 
g-lEHg = E= . 
De’monstration. LaissCe au soin du lecteur. 
THEORBME 2. Soient (a; G) un systSme dynamique, 
lG = G,+,CG,C--CGICGO= G 
une suite finie de sous-groupes de G tels que Gk+l soit distingue’ duns 
Gk , k = l,..., n; on a alors les systbmes dynamiques canoniques 
(%,I ; GdG+l) et 
EC = EG&E=IIG~ . .. ,y%dG~ 
0 43 
Dhmonstration. On demontre par recurrence sur n que le second 
membre de I’CgalitC posdde les proprietes caracterisant EC. 
La projection EC et les systBmes induits 
PROPOSITION 2. Soient S = (a; G) un systbme dynamique, p un 
projecteur de Y, E Gs la projection canonique associke au systkme induit 
..S$ = (O&, ; G,). Alors 
Dbmonstration. On verifie que EC la, satisfait les propriMs 
caracterisant EC9 don&es par le theoreme 1. 
Propr&s ah poids normaux invariants 
LEMME 4. Soient 9 = (a; G) un syst&me dynamique, 4 un poids 
normal semi-Jini invariant dont la restriction d §+ est semi-finie. Alors: 
IG = 04 I.,+/+)oEG 
SuPP#Ce 
oh e = EC(I) dt%&ne la partie finie de 9. 
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De’monstration, Soit p le support de $, comme 4 est G-invariant, 
il en est de mCme pour p; on considere le systeme induit gP = 
(O& ; GP), la restriction 1G, = + 1 a; est un poids normal semi-fini 
invariant et fiddle et la restriction de z& a J$+ est semi-finie. Soit 4 
l’esperance conditionnelle de GYP sur YP associee a I& (cf. [2, 81); on 
a y&g = 4, Vg E G, et 4(p) = p le systeme induit 3$, est fini. D’apres 
la proposition 2 et le theoreme 1, on a 
9 = EGlaD~ 
Done 
3L(4 = 9w4 = h4? I,,>&w) = ?MG(m) = weG4P) = ?wG4 
pour tout a E GZ+, il en resulte que $ = (16 If+)JG. La relation 
Supp $J C e resulte de la proposition 2. Q.E.D. 
LEMME 5. Soient 9 = (a; G) un systbme dynamique, q~ et t,h deux 
poids normaux de GF, on suppose que 4 est G-invariant et F IX+ = # IX+ . 
Alors Supp 9) C Supp #. 
De’monstration. Soitp le support de *, soit q = I - p; comme * est 
invariant, il en est de mCme pour p et q, on a alors 
9nbd = N?) = 0 
done Supp 9 C Supp 4. Q.E.D. 
LEMME 6. Soient 9 = (a; G) un systbme fhi, * un poids normal 
invariant, a un e’lkment de GZ+ vbiJiant #(a) < CO. Alors l’enveloppe 
convexe ultrafaiblement fermke KGa des ga, g E G, est contenue duns G&,+. 
Plus prtciskment, on a 
5@) G 544 < ah Vb E k&a 
Enparticulier $(EGa) < $(a) < co. 
DCmonstration. Comme IJ est ultrafaiblement semi-continu infe- 
rieurement et invariant; l’ensemble K = (x E @‘+/I\ x (1 < 11 a I(, #(x) < 
#(a)) est un convexe ultrafaiblement ferme contenant KGa, il contient 
en particulier EGa d’apres [4] et [6]. Q.E.D. 
T&OR&ME 3. Soient 9 = (a; G) un systbme dynamique, I/ un poids 
normal semi-j% invariant. Les conditions suivantes sont t$uivalentes: 
(i) Le poids (# IS+) est semi-jini. 
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(ii) sir = 04 19+)OEG. 
(iii) Supp # C e, ou e = EC(I) est ZapartieBnie de 9. 
Les applications * -+ p = $ IX+ et v --t # = v,,EG re’alisent une bijection 
positivement line’aire respectant l’ordre de l’ensemble des poids normaux 
semi-Jinis invariants # dont la restriction h X+ est semi-Jinie et l’ensemble 
des poids normaux semi-@is sur -“,+; en particulier si .F est fini tout 
poids normal semi-&i invariant est automatiquement semi-jni sur 9+ et 
se factorise par EG. 
Demonstration. Les implications (i) 3 (ii) * (iii) resultent du 
lemme 4; montrons que (iii) implique (i): en se restreignant Cventuel- 
lement au sysdme induit P, on peut supposer que 9 est fini; soit 
w&4 une famille filtrante croissante d’&ments de OZ*+ convergeant 
faiblement vers I (cf. [I, 21,) comme EC est ultrafaiblement continu, 
on a 
EGG%) f 1 ultrafaiblement, 
WG%) < VW < a+ Va E A d’apres le lemme 6. 
11 en resulte (cf. [I, 21) que $ [ s+ est semi-fini. La derniere assertion 
resulte de ce qui precede. Q.E.D. 
Nous nous interessons maintenant aux systemes dynamiques 
particuliers (GZ; G) ou G est un sous-groupe du groupe Int(OY) des 
automorphismes interieurs de a. 
THI%OR~ZME 4. Soient Q? une W*-algebre, 9Yo un sous-groupe de 
W4, Go ={‘I a, u E So} 9 un poids normal semi-fni sur GZ; on suppose 
que a0 engendre GZ. Pour que v soit une trace ilfaut et il su$it que v soit 
GO-invariant. I1 en resulte que GZ est finie (resp. semi-fnie, proprement 
in$nie, purement inj?nie, discrete, continue) si et seulement si le systeme 
(GZ; G,,) possede la propriete’ correspondante. 
Montrons d’abord une lemme preliminaire. 
LEMME 7. Soient GZ une W*-algebre, v un poids normal semi-Jini 
Jidele, ~~~~~~~~ le groupe d es automorphismes modulaires associes d 9)) 
u un element de @!(GZ). Alors F est invariant par i, si et seulement si u 
est invariant par le groupe 0q. 
Demonstration du lemme. D’apres [2], u est invariant par uq si et 
seulement si 
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(a) Supposons que u est invariant par 09, il en est de m&me 
pour u*; d’apres 
(1) pour tout xEAQ : 
9)(uxu”) = cp(u(xu*)) = p((xu*)u) = q&v). 
Si x E 6!!+ et p(x) = CIo, la relation (1) implique que uxu* $ ~~+ et 
par suite ~(uxu*) = 00 = v(x). 
Done g, est i, invariant. 
(b) Reciproquement supposons que 9 est invariant par (, , il est 
aussi invariant par i,* = i;l; on en deduit immediatement 
u”vu* = Jf et m 0 kyu == ./y . 
Comme A, est un ideal a gauche, en multipliant par u ou U* les 
inegalites preddentes, on obtient 
J”u* = u*Na = Na et Q .lv) = 244, = *,c ; 
comme .J&‘~ = (<AT, IT NQ*)2, on en deduit 
UA?, = A,u = &, = u*.A, = J&c&+. 
Soit x E .MO 
r&4x) = g-(u(xu)u*) = q(i&u)) = &w). 
Done u est up-invariant et le lemme est demontre. 
Dkmonstration du thkorlme. 11 est clair que si T est une trace il est 
GO-invariant; Reciproquement soit F un poids normal semi-fini 
GaO-invariant, soit p le support de v, on a 
upu* =p ou UP = P% vu E @‘o )
comme eO engendre 02, p est dans le cenrte de CT, on peut done 
supposer que 9) est fiddle (en sous restreignant si necessaire a 6T, car 
p’BOp engendre encore CTP); d’apres le lemme 7 
ot’pu = 24, vt E R, VUE%,. 
Comme a,, engendre GZ, u19a = a, Vt E Iw, tla E a, done d’apres le 
lemme 7: 
du@u*) = d4, Qa E cpC+, vu E 42(@) 
v est bien une trace. 
5S415/2-7 
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La deuxikme partie du thCor&me r&ulte de ce qui prCc&de et du 
fait que l’ensemble des ClCments GO-invariants de O? est exactement 
GTn 9FO’ = GYn m = Centre(@) 
puisque eO engendre GZ. Q.E.D. 
COROLLAIRE. Soient G un groupe topologique, U une reprhentation 
unitaire continue de G dans un espace de Hilbert SF, G, un sous-groupe 
dense de G, 6f la W*-algibre engendrke par U(G), 
GO = (iU E Int(@/u E U(G,,)}. 
Alors GZ est JLinie (resp. semi-$nie, proprement injinie, purement injinie, 
disc&e, continue) si et seulement si le systbme (02, C?,,) poss&de la proprie’te’ 
correspondante. En particulier si G est skparable on peut prendre G, 
dknombrable. 
Types des extensions des syst2mes dynamiques 
TH~~ORBME 5. Soient 9 = (GY; G) un systtme dynamique, H un 
sous-groupe distingue’ de G; on suppose que le systbme (a; H) est jini; 
soit # un poids normal semi-Jini G-invariant de @f; alors v = # IX+ 
est un poids normal semi-jini G/H-invariant de 9$f et l’on a z+4 = #,,EH: 
rkiproquement si 4~ est un poids normal semi-Jini G/H-invariant de YHf, 
alors le poids normal # = yOEH est semi-j&i et G-invariant. I1 y a done 
une bijeclion positivement line’aire entre l’ensemble B(G) despoids normaux 
semi-jinis G-invariants de 12?+ et l’ensemble des poids normaux semi-$nis 
G/H-invariants de &+; cette bijection est don&e par 
3 = v’oEH, 9) = # lx+. H 
I1 en rbulte que le syst&me 9 est jini (resp. proprement infini, semi-jini, 
purement injki) si et seuelement si le systBme (& ; G/H) posskde la 
prop&% correspondante. 
De’monstration. Soit 9 un poids normal semi-fini G-invariant de GP, 
$ est done H-invariant; d’aprks le thCor2me 3, q~ = z/ 14,: est un poids 
normal semi-fini et on vkrifie immkdiatement que v est G/H-invariant. 
RCciproquement, soit q~ un poids normal semi-fini sur ,1”H+ invariant 
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par G/H; soit $J = ~J,,E H, il est clair que $ est un poids normal semi- 
fini de 0!+; pour tous a E CZ+, g E G: 
Done Z/J est G-invariant; le reste du theoreme en decoule. Q.E.D. 
COROLLAIRE 1. Soient M une W*-algtbre, G un groupe topologique, 
K un sous-groupe compact distingue’ de G (a.e. G localement compact 
connexe, K compact tel que G/K soit un groupe de Lie reel) Q un morphisme 
continue de G duns Aut(6T). Alors le systeme (GZ; n(G)) est jini (resp. 
semi-fir+ proprement injini, purement in&i) si et seulement si le sysbtme 
(J&d ; a(G)/ol(K)) possede la propriett! correspondante. 
Demonstration. On remarque que le systeme (6T; a(K)) est fini, le 
corollaire est immediat. 
COROLLAIRE 2. Soient (07, O&,) une W*-pair (I;s! une W*-algebre, 
CT,, une sous W*-algdbre abe’lienne maximale reguliere de @I) S,, un sous- 
groupe de %!(a) tel que uCZ”%,u* = a,, , Vu E eO et on suppose que eO et 
O!, engendrent & et que le systbme (&; Ga,) est fini; on considere le 
systbme commutatif 9 = (GYO ; Go, la,). La W*-algdbre 67 est jinie 
(resp. proprement injinie, semi-jinie, purement injinie) si et seulement 
si le systeme 9 est $n.i (resp. proprement injini, semi-j%, purement 
injini) . 
Demonstration. On observe que le systeme (0’; GeO) est une 
extension finie du systeme 9. Q.E.D. 
Remarques. Le corollaire 2 contient comme cas particuliers les 
theoremes de von Neumann et de Krieger sur les W*-algebres asso- 
ciees aux systemes dynamiques commutatifs (cf. [3, 71). 
4. QUELQUES APPLICATIONS; NOUVELLE DEMONSTRATION DU 
THBOR~ME DE TAKESAKI-TOMIYAMA SUR LES W*-ALGBBRES FINIES 
PROPOSITION 1. Soient GZ une W*-algdbre, Int(GT) le groupe des 
automorphismes intkrieurs de a. Les conditions suivantes sont equivalentes: 
(i) 02 estJinie (024 encore le systbme (6T; Int(O’l)) est$ni). 
(ii) Le systbme (6Y; (gl?)& est fini pour tout g E Int (CT). 
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Dkmonstration. L’implication (i) * (ii) resulte de la definition 
des systemes finis. Supposons que 12 n’est pas finie, il existe alors 
(cf. [3]) une suite orthogonale de projecteurs {en}nsN de 67? telle que 
e. # 0, e. - en , VncN. 
Soient u, une isometric partielle de a verifiant u,*u, = e, et 
~,~,*=e,n~N,u~=e~etf=I-xC,e,. 
On d&nit alors l’operateur u: 
u = f + u0 + 2 uz+& + f %k+lUz*-1 *
k=l k=l 
On verifie que u est un operateur unitaire de 6Z et que l’automor- 
phisme interieur i, (iU(*) = u * u*) n’admet aucun &tat normal 
invariant y verifiant 0 # rp(e,) ( =q(en), Vn E N). Q.E.D. 
COROLLAIRE (Takesaki et Tomiyama). Soit 02 une W*-a&bye. Les 
conditions suivantes sont kquivalentes: 
(i) LYI est Jinie. 
(ii) Pour toute sous- W*-algt%e abe’lienne maximale A’ de GF?, il 
existe une espkance conditionelle de GZ SUY A’. 
(iii)’ Le systbme (a, Gd) est jini pour toute sow- W*-algdbre 
abe’lienne maximale A de 6Y; GA dksignant le groupe des automorphismes 
intkieurs associks aux unitaires de A’. 
De’monstration. L’equivalence entre (iii) et (iii)’ est Cvidente 
d’apres le theoreme de Kovics et Sziics; en utilisant la definition des 
systemes finis on demontre immediatement (i) 3 (iii)’ * (ii); d’oh 
le resultat. Q.E.D. 
PROPOSITION 2. Soit GZ une W*-algdbre. Les conditions suivantes 
sont e’quivalentes: 
(i) f3 est proprement injinie. 
(ii) Le systbme (CT; {g”)& est proprement infini pour un g de 
Int(GZ). 
De’monstration. Si a est proprement infinie, alors dans la demon- 
stration de la proposition 1 on peut supposer I = CnoN e, , le systeme 
(6Z; {iU”}& est proprement infini; soit ~4’ une sous- W*-algebre 
abdlienne maximale de GZ contenant u, le systeme (GZ; GA) est 
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proprement infini d’oh l’implication (i) + (ii); la rkiproque est 
immhdiate. Q.E.D. 
On en dbduit, comme pour la proposition 1, le corollaire. 
COROLLAIRE (cf. [9]). Une W*-algBbre GY est proprement injinie si et 
seulement s’il existe une sous W*-algBbre abe’lienne maximale A.%! 
complt?tement “nonsmooth” (cf. [9]) (i.e., si le systtme (@I; G.,) est pro- 
prement in&i.) 
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